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Resumen

Mi intencién a la hora de hacer un trabajo sobre el Problema Isoperimétrico era
empezar estudiando figuras geométricas simples e ir pasando a figuras mas complejas
para llegar tan lejos como me fuera posible.

Con triangulos y cuadrilateros consegui demostrar que el tridngulo equildtero y el
cuadrado, respectivamente, eran las figuras de mdxima superficie con un mismo
perimetro.

Seguidamente, al centrarme en los pentdgonos, llegué a que, al igualar la medida de
los lados, la superficie aumentaba. Falté igualar los dngulos para llegar al pentdgono
regular.

A continuacién vi que, a medida que la simetrfa de una figura aumentaba, mayor era
su drea. Ademds llegué a que toda parte céncava, puede “reflejarse” en otra de
convexa aumentando el drea de la figura.

Consegui hallar una férmula que relacionara la superficie de cualquier poligono
regular con su perimetro y el nimero de lados, de modo que, tras el estudio de la
funcién, pude demostrar que, de entre todas las figuras geométricas, la que tiene
mayor superficie dado un perimetro fijo es la circunferencia.

Finalmente, hice un repaso de las contribuciones realizadas por distintos
matemdticos a lo largo de la historia para ver la evolucién de la resolucién del
Problema Isoperimétrico.
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Introduccion

Uno de los problemas que han fascinado a numerosos matematicos a lo largo de la
historia es el problema isoperimétrico. Ver, de entre todas las figuras geométricas de

mismo perimetro, cudl es la que tiene la
méxima superficie.

Por otro lado actualmente wvivimos

inmersos en wuna profunda crisis

econdémica asi que nos puede interesar
maximo los

reducir al recursos

necesarios para la produccién de bienes.
S e

Ia ap]jcaci/érr')b del
isoperimétrico en temas como la

construccién de edificios o el disefio de

problema

-émpos de cultivo podrfa suponer una

mejora en los costes de produccién.

Mi objetivo es intentar resolver el

Imagen 1: Campos circulares de las zonas desérticas de
Estados Unidos para optimizar, los costes de regadio
Eshe 2 ?EYQ_- o L

problema empezando por figuras geométricas simples, como los tridngulos o los

rectangulos, e ir pasando a figuras mds complejas.

Intentaré, asimismo, llegar a la obtencién de una férmula que permita determinar la
superficie de cualquier poligono regular en funcién de su perimetro y el ndmero de

lados.

A continuacién, intentaré encontrar la solucién del problema para recintos limitados

por curvas cerradas y simples.

Finalmente, una vez comprendida la complejidad del problema isoperimétrico, haré

un repaso de las contribuciones realizadas por matemdticos, como Zenodoro o los

hermanos Bernouilli. Haber reflexionado detenidamente sobre el problema me

permitird valorar mds estas aportaciones.




El Prablema ﬁ‘-.ﬁ,n rimetrico y su resolucion a traves de la historia

2. Triangulo de perimetro dado y mayor area
Proposicién 1: De entre todos los tridngulos de

b3S

perimetro p y base a el que tiene mayor drea es
el triangulo isdsceles de base a.

Sabemos que la superficie de un tridngulo es el
semiproducto de la base por la altura.

Por lo tanto, si mantenemos la base (a) fija
vemos que, para aumentar el drea de un W sl - : \

tridngulo cualquiera y mantener el perimetro, B C
debemos formar el tridngul n la mayor
triangulo co y .

altura posible.

Partimos de un tridngulo de lados a, b, c: @=b=>c¢ y perimetro p. Empezamos fijando 2
vértices (B, €), vemos que la suma de las longitudes de los lados b, c es una constante,
p—a .Conay p positivos, a<p .

Esto nos muestra que el lugar geométrico PO
del vértice A es una elipse, cuyos focos son s
los vértices (B, C) y su eje mayores p—a . '

Por lo tanto, de todos los tridngulos
posibles con base a, el de mayor drea es el

e
o

isésceles de lados iguales E—;—a-

Proposicién 2: De entre todos los triangulos
isoperimétricos la superficie mayor la tiene

el tridngulo equilétero.
Imagen 3

En efecto, siguiendo el procedimiento
empleado en la Proposicién 1, podemos empezar con un tridngulo isdsceles de lados

g L8, p=d .
2 2

a

Fijamos uno de los lados iguales, el lado 5, =2 ; . De todos los tridngulos de base b,

at+b, a+tb,
Y3

buscamos el que tenga la altura mayor, el isésceles de lados 5,




: |
1 |
by=¢, .
| |
| |
y b, a;=C; \

Hm;:ﬂ; b it \M'%J\*':“‘W) ALY, | Imagen 4
wonk ¢ Si realizamos la Proposicidn 2 repetidamente iremos igualando los lados del tridngulo
wann ST de acuerdo con el esquema de la imagen 4. Eso se debe a que, una vez tenemos un

,i’ovfé\j@ B tridngulo isdsceles, la diferencia entre los lados mayor y menor va disminuyendo.
\.3& 0

Lq ) Xi"“ Asi que, de este modo, conseguimos igualar los lados del tridngulo para conseguir
&M convertirlo en equildtero. Este, tal y cémo hemos anunciado, conservara el

5@- &'J*W

perimetro del tridngulo inicial aumentando su superficie.

3. Rectangulo de perimetro fijo y mayor area

Proposicién 3: De entre todos los rectangulos de perimetro p=4a el cuadrado es el de
mayor area.

Una demostracién para resolver la proposicién, teniendo en cuenta que la superficie
corresponde a Area=base Xaltura , seria comparar la superficie de un cuadrado
con la de un rectdngulo cualquiera.

De este modo vemos que si se tratara de un cuadrado se obtiene Area=aXa ,en

cambio, en caso de ser un rectdngulo
debemos elegir una constante (un

ntimero real positivo cualquiera, x) para '
sumarla en un lado y restarla en el otro
quedando Area=(a+x)(a—x) .

A partir de esto vemos que el drea del
rectingulo es Area=da’—x’ ., que es

menor que la del cuadrado, Area=a" . — — B
magen
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Por otra parte, si superponemos graficamente un cuadrado y un rectdngulo
isoperimétricos (Imagen 5) vemos que la superficie del cuadrado es superior a la del
rectangulo ya que, la parte no superpuesta del madraﬂo corresponde a un area de ax
y, la parte no superpuesta del rectdngulo ax-x".

! 0 A =ax

- .- _ 3
A,=la—x|x=ax—x

Imagen 6: Superficie sobrante del cuadrado y el rectdngulo superpuestos

4. Cuadrilateros de perimetro fijo y mayor area

En la Proposicion 3 hemos estudiado cual era el rectidngulo de mayor 4rea
manteniendo el perfmetro fijo: el cuadrado.

Ahora nuestra intencién es generalizar el problema para todo tipo de cuadrildteros.

Proposicibn 4: Dado un cuadrilatero B
cualquiera de perimetro fijo, el cuadrado es
el de mayor drea. c

4.1-Transformacién de un  cuadrildtero
cualquiera en un rombo del mismo perimetro y
mayor area:

Tenemos un cuadrilitero cualquiera y, a través

* de su diagonal, lo dividimos en dos tridngulos que
compartan esta diagonal como base. Una vez
dividido el cuadrildtero nos fijamos en cada uno Imagen?
de los tridngulos individualmente.

~ En primer lugar, y siguiendo los pasos presentados en la Proposicién 1, centramos nuestra

\ fdena en aumentar la altura de cada uno de los tridngulos. En otras palabras,

- transformamos unos tridngulos escalenos en otros de isésceles de igual perimetro y de
mayor drea (Imagen 8).




Si el proceso se lleva a cabo
repetidamente diversas veces, dividiendo
el nuevo cuadrildtero por la otra diagonal
sucesivamente, conseguimos transformar
el cuadrildtero irregular inicial en un
rombo de mismo periyo pero mayor
superficie.

Imagen 8 0‘4

L} g
VV\\M'/"& & Gt Imagen 9

4.2-Transformacién de un rombo a un cuadrado manteniendo el perimetro fijo y
aumentando el drea:

En la primera parte de la Proposicidn 4 hemos conseguido llegar a un rombo cuyos lados
tienen la misma longitud, digamos a.

A Sin embargo los dngulos de este son desconocidos vy,

/S a \ debido a que el drea de un cuadrildteroes A=a-a-seno
\ » buscamos al cuadrildtero con mayor 4rea.

Por ello necesitamos que el valor de sen a sea maximo:

'
/
\ > sena=1—a=1r=9g° , considerando « uno de los
2

\ dos dngulos agudos del rombo (Imagen 10).
|

\ Esto nos indica que el drea serd mdxima cuando sea
\ A=a-a-senc=a® » Por lo tanto la mayor superficie

v corresponde un cuadrado de lados an
Imagen 10
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5. Pentagono de perimetro fijoy mayor area

F

De entre todos los pentagonos del mismo perimetro,
;cual es el de mayor superficie posible?

Todos los pentdgonos pueden dividirse en un
triangulo y un cuadrildtero que compartan un lado
en comtin.

Este lado que comparten no forma parte del
perimetro del pentdgono ya que queda en el interior
de la figura, pero podemos fijarlo como base del
tridangulo. /

Imagen 11

En la Proposicion 1 vimos que podiamos aumentar la altura de cualquier tridngulo escaleno
transformdndolo en uno de isésceles.

El siguiente paso que debemos hacer es seguir aplicando la primera proposicién dividiendo

s

el nuevo pentdgono en otros dos cuadrildteros y tridngulos y repetir el proceso. -

Imagen 12

De modo que, tras llevar a cabo el proceso repetidamente, conseguimos un pentdgono con
todos los lados iguales. ‘




Pero que los lados sean iguales no significa que los angulos también lo sean.

Esto nos indica que el pentdgono obtenido no es necesariamente el pentdgono de mayor
superficie.

[ D
| D 3 | A .
c
C
' B
B
. : B i \

Imagen 13

Tal y cémo vemos en el esquema de la imagen 13 hemos aumentado el drea pero no
podemos asegurar haber conseguido el pentdgono de mayor drea, el pentdgono regular.

6. ¢éCualseria la curva cerraday simple con mayor superficie y un
perimetro fijo?

| 6.1. ¢Codncavaoconvexa?

Dada una curva simple y cerrada cualquiera, ;debe ser
céncava o convexa, la de mayor superficie?

Las partes céncavas de cualquier figura pueden ser
“reflejadas” a través de una recta tangente a dos de sus
puntos, una linea de soporte.

Con este paso transformamos una parte céncava en
otra de convexa, de modo que, con el mismo perimetro,
se aumenta la superficie.

Imagen 14
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6.2. {¢Simétrica o asimétrica?

Dada una curva cerrada y simple convexa, ;debe ser simétrica o asimétrica, la de
mayor superficie?

Si dividimos la figura en dos partes de mismo perfmetro una de ellas contiene mayor
drea que la otra. Por lo que, si escogemos la de drea mayor y la sustituimos por la
otra nos encontramos con una figura isoperimétrica a la anterior pero con mayor
superficie.

'\

De modo que la curva s%mple y cerrada con mayor area, a parte de ser ser convexa,

- T
2 ‘;\‘C‘Aw?f Ceedke -

Imagen 15

debe sér completamente simétrica.

=

7. Lalsoperimetria y los poligonos regulares

Como hemos podido comprobar con los casos de tridngulos y cuadrilateros, a medida que
conseguimos figuras con mas simetria, mayor es la superficie de estos,

Esto nos indica que los poligonos regulares tienen una superficie mayor que los irregulares
y, en consecuencia, la circunferencia (curva cerrada, simple, convexa y simétrica), al tener
infinitos ejes de simetrfa, tendra mayor superficie que cualquier otra figura geométrica.

Nuestro objetivo es deducir una
férmula que nos permita calcular la
superficie de los poligonos regulares
en funcién del perimetro y el
namero de lados.

Para empezar observamos que los
poligonos regulares pueden dividirse
en tridngulos iguales (Imagen 16).

Imagen 16




Para facilitar el trabajo nos centraremos principalmente en los tridngulos,
independientemente del poligono regular al que pertenecen vy, finalmente,
multiplicaremos la superficie del tridngulo por el total de tridngulos de cada figura, que
coincide con el nimero de lados del poligono regular. '

7.1, Areade un poligono regular en funcién de su perimetro y del nimero de
lados

Ya centrandonos en la férmula que
intentamos encontrar y que nos permitird
determinar la superficie segtin el perimetro y
el nimero de lados empezamos teniendo en
cuenta que los tridngulos que se forman son
issceles (excepto los del hexdgono, que son
equilateros).

Al ser tridngulos isésceles los dos lados que no
pertenecen al poligono original son iguales

b=b" .
Empezamos escogiendo un perimetro p y el
k 2 Imagen 17
ntimero de lados del poligono n.
Segiin el Teorema del seno: ——= B asi que i
sen  senf seno
2m o~ . & 7
ambién sabemos que = y B 2 S
2 v
Por lo tanto podemos utilizar la férmula: § :%-b b'-seno :b—i;%

multiplicarla por el nimero de lados, es decir, el total de tridngulos que forman la

bz-sen(z—ﬂ)

figura, __ b*-senox n
S= 7 n= 3 n
Pogon(m_m\\’
P .sen(E——T1 n £ 2 n

. g GPRERE. W 2 # sen|=—%

Si b= = entonces 29T

senco (2 ) sen|=——

sen| — n

" S(n, p)=
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Simplificando y buscando la superficie segiin el nimero de lados de la figura nos

2| TT T
g 'COS (;) % COS(;) Siendo p el perimetro y
queda la funcién: S(n, p)==— ):E ( n el nimero de lados del
sen

_r;) poligono regular.

7.1.1. Ejemplos del problema

Ahora que ya tenemos una férmula que nos permite calcular el area de las figuras
segln su perimetro y el nimero de lados podemos ver en algunos ejemplos las
aplicaciones de las proposiciones que nos hemos planteado.

Vamos a mantener el perimetro fijo (p=100) y variaremos el nimero de lados para ver
que sucede:

=« CINCO LADOS, (n=5)

, COS LS
1

20 -
Sen| —
i

S

~688,2

= SEIS LADOS, (n=6)

2cc}osE
_100" "\6

S(6 ~721.7

( ) 24 sen E

6

« SIETE LADOS, (n=7)

COS(E)

100 7
=N L7416
S(7) = & ’

sen 7

Como podemos ver en estos tres ejemplos, si mantenemos el perimetro fijo y
tinicamente cambiamos el nimero de lados del poligono regular, se cumple lo que
habfamos dicho anteriormente, la superficie va aumentando a medida que lo va
haciendo el niimero de lados.




7.1.2. Variacidn del area en funcion del nimero de lados
Consideramos un perimetro p fijo, p>0
1
»? COS(;) El dominio de la funcién esta restringido por:
£.L nelN
g
n=3

Lo que significa que n debe ser un nimero natural mayor que 3 ya que no se puede
formar ningin poligono con solo dos lados.

I O

Empezaremos estudiando la funcién a través de su derivada segtin n y, considerando
el perimetro p constante, veremos si es siempre posmva ya que, en conseTcuenma la

funcién S(n) serd creciente: JE9 & w\)t._ L L(:c A

- @5//1/7» w N}ri ¢
CAT VW O L

=gas|—
T n
2 Sen(-;)
S'(H):%' =

3 T
Hn -Sen| —
n

Vamos a descomponer la derivada en dos factores para estudiarlos por separado:

- El primer factor de la derivada, P ( 17) , es siempre positivo ya que

2 .3. 2£>0
p>0y4n Sen(n) .

El segundo factor también es positivo: TF—(SEH(%)-COS(%)) ya que

Sen(E)-COS (Ir—) nuncaesmasdely m—1>0
n 1

Vemos que la derivada es positiva, cosa que nos indica que la funcién serd creciente.
Dicha funcién puede representarse con el programa informdtico GeoGebra 4 para
observar que, una vez restringido el dominio, la superficie va aumentando a medida
que lo hace el numero de lados. (Imagen 18)
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- Qbjetos Libres

2 p=1
- Objetos Dependientes
: . 12 cos (%)
s Blx) = x —2
4 st o)
{ T L T T T T T
= R 10 15 20 25 30 38

Imagen 18: Representacién de la funcidén S(n,p) con el programa GeoGebra 4 asumiendo p=1.

De hecho, la funcién también puede expresarse del siguiente modo:

AT n (‘IT)
sen|—
n

G

. T §
lim cos| —|=1 y lim ——+—=
h— o n 11— o T
sen|—
n

S(n)——i-cos (E)(Lﬁ)

Y puesto que:

2
El maximo de la funcién S(n), cuando n tiende hacia infinito es -f—
; ™

En este caso, si n tiende a infinito, vemos que la figura geométrica resultante es la
circunferencia esperada por lo que, si sustituimos el perimetro p por 2mr nos

queda la superficie de la circunferencia §(#n), =1 r’

2 b 2 2
=l 2nry Anr el
"4 4w 41

S(n)

A partir de la demostracién y con el soporte grafico de la Imagen 18 vemos que la funcién
5(n) es creciente por lo que, dado un perimetro p fijo, a mayor niimero de lados mayor
superficie, que llevado a niimero de lados infinitos corresponde a la circunferencia. -

Proposicién 5: De entre todas las figuras geométricas con perimetro p fijo, la de mayor
superficie es la circunferencia.




8. Elproblema ispperimétrico a lo largo de la historia

8.

o

1. Leyenda”

Los inicios del problema los encontramos en hechos ficticios, en una leyenda
explicada por el poeta Virgilio hace veintitin siglos: la leyenda de la princesa o reina
(segtin la versién) Dido.

Dido era una princesa fenicia, hermana del rey Pigmalién, que debido a unas
disputas familiares para conseguir el poder tuvo que huir de Tiro y refugiarse a las
costas del norte de Africa.

Allf 1a reina intenté comprar terrenos para ella y sus seguidores de un modo muy
astuto. Hizo un acuerdo donde establecié que se podria quedar con la tierra que
abarcara la piel de un buey.

Para conseguir un reino lo mas grande posible, Dido, hizo un hilo con tiras atadas de
piel de buey y lo extendid formando una semicircunferencia. Su inteligencia le
permitié ademés colocarla al lado del mar, con lo que la costa dividia la
circunferencia por la mitad y les proporcionaba a sus stbditos un terreno mads
extenso.

Asi es como, segiin la leyenda de Virgilio, la reina consiguié el terreno para construir
su nueva ciudad, Qart-Hadah, actualmente llamada Cartago.

2. Euclides (aprox. 325-265 aC)

Inicialmente, sin centrarse especificamente en el problema, algunos matemiticos
griegos aportaron pequefias demostraciones aplicables en el problema de la reina
Dido. Uno de estos antiguos mateméticos fue Euclides con su tratado matemético y
geométrico “Los Elementos” escrito cerca del 300 a.C.

En su obra demostré la relacién entre
los cuadrildteros y llegé a que el

cuadrado es la figura que permite

el L s

— 3
B e, e ma

efcerrar una mayor drea.

Sin embargo su intencion no era

centrarse en el problema

isoperimétrico, por lo que su
demostracién no iba dirigida a
resolver la leyenda y no continué con
la resolucién.

1h
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3. Zenodoro (aprox. 200-140 aC)

Pero esta relacién del problema con la leyenda hizo que muchos matemadticos se
interesasen por la isoperimetria. El primero de todos ellos en estudiar a fondo el
problema fue el gedmetra griego del siglo 11 a.C., Zenodoro.

Estudié el problema en su ensayo “Sobre las figuras isoperimétricas” pero,
desgraciadamente, la demostracién se ha perdido. Sin embargo tenemos escritos de
Tedn de Alejandria donde se nombran descubrimientos de Zenodoro que nos indican
que estaba resolviendo el problema correctamente.

El tnico problema es que lo dejé inacabado, es decir, terminé la resolucién cuando
demostré que las cénicas son los elementos que abarcan una superficie mayor con
un perimetro igual a cualquier otra forma pero no demostré que la de mayor area es
la circunferencia.

;A que se debe que no completara su resolucién? Primero debemos tener en cuenta
que los conocimientos de cénicas en aquella época eran inferiores a los actuales,
ademds tampoco disponian de las herramientas (teoremas, hipédtesis...) que han
demostrado matemdticos posteriores al siglo11a.C.

Asf que Zenodoro llegé a lo mas lejos que podia llegar por aquel entonces, pero que,
posteriormente, otros matemadticos han descubierto y aportado nuevas ideas que
permiten resolver el problema mas extensamente.

No obstante el ensayo perdido de Zenodoro se puede considerar uno de los primeros
trabajos relacionados con las figuras 6ptimas, o lo que es lo mismo, sobre el estudio
del célculo variacional.

.4. Johannes de Sacrobosco (aprox. 1195-1256 dC)

Pero los matemdticos no eran los tinicos que se interesaban por la isoperimetria.
Johannes de Sacrobosco, también conocido como John of Holywood, un monje y
astrénomo inglés escribié el “Tratado de la esfera”, un tratado de astronomia que
enunciaba distintas propiedades de las esferas. Su intencién era demostrar porqué la
circunferencia y las esferas es un elemento necesario en la creacién del universo

(planetas, satélites, estrellas, etc).

En el tratado se menciona que las esferas son las figuras que, con una superficie
dada, encierran un volumen maximo. Para la demostracién se basa en el estudio de

las tres dimensiones.

———
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Estas explicaciones las podemos ver nada mds empezar el tratado, en el primer
capitulo:
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«THE HEAVENS SPHERICAL: There are
three reasons why the sky is round:
likeness, convenience, and necessity. [...]
Convenience, because of all isoperimetric
bodies the sphere is the largest and of all _
shapes the round is most capacious. Since |zl FZi: ] = =
largest and round, therefore the most ‘.:_ulkgﬁﬂﬁ"m%é’ mﬁ 2o ,!
capacious. Wherefore, since the world is all- || “%Whﬂﬁgﬁ‘%%%

containing, this shape was useful and --.«. SR walmmm.&dwmmm i
convenient for it. [...[» (1)
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Imagen 20 Copm del "Tmtado de la esfera".

8.5. Newton (1643-1727)

8.6. Bernouilli

o]

Durante el siglo XVII el cédlculo infinitesimal se desarrollé increiblemente gracias a
autores como Descartes, Pascal, Leibniz o Newton. Este tltimo se centré en concreto
en lo que, posteriormente, serian las bases que permitirfan a otros matematicos
resolver el problema isoperimétrico gracias a problemas de optimizacién. | 7

e ——— ey [ ’

Cuando la resolucién del problema avanzd con mayor rapidez fue a partir de los
estudios de los hermanos Jakob y Johann Bernouilli. Estos establecieron una relacién
entre el problema isoperimétrico y la optimizacién.

Los célculos de variaciones son problemas matemdticos que se encargan de buscar
méximos y minimos, o generalmente extremos relativos, de funciones continuas.

Pero antes de llegar a esta parte primero nos vamos a centrar en la familia
Bernouilli.

8.6.1. Jakob (1654-1705)
Jakob Bernouilli, también conocido como Jacques o James, fue el quinto
hijo de una familia de grandes matematicos. Nacié el 27 de diciembre de
1654 y murid el 16 de agosto de 1705 en la ciudad suiza de Basilea.
Estudid teologia pero sus aficiones eran la fisica y las matemdticas, con
las que destacé notablemente.
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8.6.2. Johann (1667-1748)
Johann Bernouilli, también conocido como Jean o john, fue el décimo
hijo de la familia Bernouilli. Estudié medicina en la Universidad de
Basilea, Suiza. A pesar de ello, y al igual que su hermano, sus intereses
siempre estuvieron centrados en los niimeros.

Estas aficiones fueron las causantes de crear una gran rivalidad entre
ambos hermanos, pero en vez de ser un inconveniente, esta
competiciéon llevé consigo un conjunto de descubrimientos vy
resoluciones matemdticas entre ambos hermanos.

Centrdndonos de nuevo en nuestro problema vemos que Jakob fue el primero en
interesarse por el problema isoperimétrico. Este, siguiendo la costumbre de las
competiciones, reté Johann a resolver un ejemplo del problema en tres meses y dar
la solucién final en un afio. E incluso le ofrecié una recompensa de 50 escudos.

Johann, publicé un avance de la solucién en “Historie des ouvrages des Savants” (1697)
pero resultd ser incorrecto. El resultado correcto lo envié en una carta para Jakob
con drdenes de no abrir el sobre hasta que éste terminara su propia demostracién.

Jakob lo resolvié con un profundo andlisis en “Acta Eruditorum” (1701) pero el sobre
no se abrié hasta ocho meses después de su muerte, en abril de 1706.

Esta competicién entre los hermanos Bernouilli aporté las bases de las futuras
resoluciones llevadas a cabo por matematicos como Leonhard Euler y Joseph-Louis
Lagrange.

7. Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler, que se podria considerar el matemdtico mas influyente del siglo
XVII, fue el siguiente en estudiar el problema isoperimétrico tras los
descubrimientos de los Bernouilli.

Ambas familias de matemiticos se conocian, pues Euler nacié a un pueblo cerca de
Basilea, Suiza. Esta amistad es la que hizo que se interesase por los nimeros y, en
consecuencia, Johann Bernouilli pasé a ser su profesor particular. También hizo
amistad con los hijos de Bernouilli (Nikolaus, Daniel y Johann II).

Su contribucién se centré en generalizar los avances presentados por Jakob y
Johann.




8.8. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).-
Joseph-Louis Lagrange, con sélo diecinueve afios, consiguié resolver el problema
isoperimétrico a partir de las bases del calculo variacional de los Bernouilli.

La solucién la envié en una carta para su amigo Leonhard Euler, el cual se sintié muy
interesado por el resultado ya que concordaba con el que él habia obtenido afios
antes.

Euler respondié la carta sin mencionar su descubrumiento por lo que toda la fama
fue para Lagrange. Ademds Lagrange, a parte de resolver el problema, también
invent6 un nuevo tipo de célculo de variaciones.

8.9. Jakob Steiner(1796-1863)
Finalmente, con un punto de vista totalmente distinto, encontramos otra
contribucién por parte del matematico suizo Jakob Steiner.

En 1838 habfa dos puntos de vista distintos en referencia a los métodos de resolucién
matemadticos. La decisién estaba entre el cilculo y la geometria.

Steiner se decant$ por la tltima, de modo que pasé por alto la resolucién final de
Joseph-Louis Lagrange gracias a las aportaciones del cdlculo de variaciones de los
hermanos Bernouilli. Y, mediante métodos geométricos, hizo un par de
descubrimientos importantes:

El primero de ellos fue la simetrizacién ya que, mediante una linea de soporte,
reflejaba las dreas céncavas de la figura geométrica a convexas. Con esta idea
consegufa aumentar la superficie manteniendo el perimetro fijo.

Finalmente su otra contribucién en el proyecto fue la demostracién de que la figura
deberfa ser totalmente simétrica para poder mantener la mayor drea posible. Que,
como mayor simetria consegufa una figura, mas superficie tenfa.
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9. Conclusiones
Mi intencién era resolver el problema isoperimétrico empezando desde casos faciles
y concretos e ir aumentando la investigacién y la dificultad por lo que he comenzado
demostrando que, el tridngulo equildtero, es el que contiene mayor drea entre los
tridngulos y que, el cuadrado, lo hace entre los cuadrilateros.

Seguidamente me he centrado en los pentagonos y he visto que, a medida que se
igualaba la medida de los lados, la superficie aumentaba. Faltaba igualar los dngulos
para llegar al pentdgono regular.

A continuacidn he llegado a que, a mayor simetria, mayor es el drea de una figura y,
que toda parte céncava, puede “reflejarse” en otra de convexa aumentando el 4rea
de la figura.

Posteriormente he buscado una férmula para determinar la superficie de los

poligonos regulares segtin el ndmero de lados y su perimetro. \ pat §

He estudiado la funcién obtenida, fijando un perimetro p>0 , para determinar la
superficie a partir del numero de lados. Esto me ha permitido descubrir que, al ser
una funcién creciente, una vez restringido el dominio, la curva cerrada y simple,

convexa y simétrica, con mayor superficie es la circunferencia.

Finalmente, a parte de resolver el problema, he visto la evolucién y los pasos de éste
a lo largo de la historia, a través de los matemadticos que se han interesado por su
resolucién.
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